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E C U A C I O N P O L A R . 
Es una ecuación en r y en 8 (f(r,8)=0). 
Una solución de una ecuación polar es una pareja ordenada (a,b) 
tal que al sustituir en la ecuación a en lugar de r y b en lugar 
de 8 se obtiene una igualdad. 
La gráfica de una ecuación f(r,8)=0 consta de todos aquel los 
puntos cuyas coordenadas (en alguna de sus formas) satisfacen la 
ecuación. Frecuentemente la ecuación se puede escribir como una 
función explie i ta de 8 ; es decir r^fCO). 
Es una buena ayuda para graficar una ecuación en coordenadas 
polares conocer su simetría. 
La gráfica de una ecuación en coordenadas polares es simétrica 
con respecto a 
1. Eje de 90; (eje y); la ecuación no cambia* al sustituir © por 
TT-0, ó e 1 par ( r , 6 ) por ( —r , -8 ) . 
2. Eje? polar (eje x); si la ecuación no cambia al sustituir 8 por 
-8 ó el par (r,8) por (-r,n-8 ). 
3. Al polo (origen); si la ecuación no cambia al sustituir r por 
- r o 8 p o r TC+8 . 
Hay algunas gráficas en coordenadas polares que reciben el 
nombres especiales, por ejemplo 
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1. Las gráficas de r=a±bCos6, r=a±bSen6, a y b reales se llaman 
i un asones o c a raeo1es. 
2« Las gráficas de r=a±aCos6, r=a±aSen6, son un caso particular 
de los caracoles y se llama cardioide. 
3. Las gráficas de r=aSennO, r=aCosn9, n>2, se llaman rosas. 
Si n es impar el número de rosas es n; y si n es par el número de 
rosas es 2n. 
4. Las gráficas de r=aSenri6, r=aCosn©; n=l, son circunferencias 
que pasan por el origen. 
5. Las gráficas de r2=±aCos2€>; r®=+aSen2© son curvas en forma de 
8, llamadas Lemniscatas. 
6. La gráfica de la ecuación €*=c, c cualquier constante, es una 
linea recta que pasa por el polo y forma un ángulo de c radianes 
con el eje polar. La misma curva esta escrita por la ecuación 
H-cMru, n«Z. 
7» La gráfica de r=c,c cualquier constante, es una circunferencia 
cuyo centro esta en el polo. 
Ejemplo 1. Trazar la gráfica de r=2Cos2© (rosa de 4 petalos). 
Solución. 
La gráfica es simétrica con respecto al eje polar y al eje de 90; 
ya que r=2Cos ( ~2€0 :-2Cos26 y r=2Cos2€*=2Cos2 ( n-6 ) , luego se puede 
hacer el gráfico con valores de © entre 0 y TI/2 y aplicar lo 
anterior 
8 0 tt/12 TC/6 TI/4 TC/3 5 TI/12 TI/2 
r 2 1.7 1 0 -1 -1.7 -2 
2 3 5 
Y 
Ejemplo 2.Hacer el gráfico de r=4Sen©. 
Solución. 
La gráfica es simétrica con respecto al eje de 90 únicamente, y 
para hacer su gráfico es suficiente tomar soluciónes de r=4Sen© 
entre 0 y TI/2, y utilizar la simetria. 
8 0 ix/ 6 u/4 TI/ 3 ix/2 
r 0 2 2*2i/'2 2#31'a! 4 
Y 
) 
/ 
f 1 
\ 
\ J r -
\ 
-
0 
Si. no se utiliza la simetria, la gráfica completa resulta de 
tomar soluciónes de la ecuación r=4Sen6 para 0í6¿TI 
E 0 TI/6 TI/4 TI/3 TC/2 2TI/3 3TX/4 5TI/6 TI 
r 0 2 2 # 2 A ' 2 2*3x- 2 4 2*3* - 2 2*2* - 2 2 0 
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C.2 ^  , ZT/i) 
(z,*«v< U.ir/o) 
Se puede ver que par 6>n empieza a repetirse la gráfica por 
ejemplo (-2¡,7it/ó) corresponde al punto (2,TI/6); y al punto 
< - 2 * 2
4
'
A
, 5 T T / 4 ) corresponde al punto (2*2 x' : s, TI/4 ) y asi 
sucesivamente. 
Ejemplo 3. Sraficar r=2+2Cos6 (Cardioide). 
Solución. 
La gráfica es simétrica únicamente con respecto al eje polar ya 
que r=2+2Cos6=2+2Cos(~6). La tabla siguiente exhibe algunas 
soluciones de r=2+2Cos6. 
e 0 TC/6 TI/4 Tt/3 Tt/2 2 IT/3 3TI/4 5TI:/6 n 
r 4 2+3 x' 2 2 + 2 ^ 3 2 1 2~-2JLx'=: 0 
Y , 
T- 2 + 2 CJDS© 
Ejemplo 4. H a c e r el g r á f i c o d e r = i = 8 C o s 2 8 . 
So luc ión 
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La gráfica es simétrica con respecto a los dos ejes y al 
polo (ejercicio). Algunas de las soluciones de la ecuación se 
muestran en la tabla siguiente. 
8 r n/12 TI/6 TI/4 
r ±2.8 ±2.6 ±2 0 
Y 
2.2.1 A R E A S EN C O O R D E N A D A S P O L A R E S . 
Se recuerda que área de un sector circular cuyo ángulo 
acotada por las gráficas de? las semirectas que pasan por o y 
cuyas ecuaciones son ©=a y 0=|3; donde 0¿a<|312Tt y por la gráfica 
de r=f(0), donde f(8) es una función continua y f (0)2:0 en [a, (3]. 
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Sea P una partición de [ct,(3] determinada por 
«=€•«,<eA. . . .<©„ - P y ó61 = ©i-ei-i para i= 1,2,3, ,n. 
Se considera la subregión R A y sean m± y MA , el valor minimo y 
máximo de f en el intervalo [61-1,81], entonces como se observa 
en la figura, el área de R* se encuentra entre las áreas de los 
sectores circulares inscrito y circunscrito que tienen ángulo 
central ó©*. y radios m¿ y Mi respectivamente; 
1 1 
por lo tanto - mi.:2Ó6i.¿ÓR¿¿ - M Í 2 Ú 9 Í y asi 
n n n 
Z 'ími^úOi < Z ÓRJL i Z '-éMÍ^G©!, y tomando-^1 imite cuando n->® 
i = l i — 1 i = l 
en la desigualdad anterior se tiene que 
A— r 2d6 f a(e)d©. 
a a 
Ahora se consideran 2 funciones continuas f, g tales que 
f(©)>g(©) en [a, 13]. 
Sea R la región acotada por las gráficas de r=f(©) y r=g(©) como 
se ilustra en la figura siguiente 
Evidentemente el área de la región R se puede calcular como la 
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diferencia de las áreas, de dos regiones del tipo considerado 
anteriormente; por lo tanto 
13 (3 13 
A-
.1 
[f(9)]2d6 [g(9)]2d9 [f2(e)-g2(e)]de. 
a a a 
Ejemplo 1. Hallar el área de la región limitada por r=6 
62:0, entre 6=0 y 6=7TI/4 . 
Solución. 
3 "A 
( \ J \ 
7 il/ 4 "r- e 
A= 6 2d6 
343 
384 
TT" 
0 
Ejemplo 2. Hallar el área de r=2+2CosG (Cardioide). 
Solución. x 
* x 
r - 2 4 Z<U>se 
C'TT TI 
1 1 
ùA~ _ [ f ( 6 ) Il 2Ù© y asi A= - (2+2Cos©)2d9 (4+8Cos6+4Cos26)d6= 
0 0 
¿TI 
(6+8Cos©+2Cos26)d6 = 66+8Sen6+Sen26 
0 
0 
= 6 TI (2+2Cso6)2d6. 
0 
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Ejemplo 3. Obtener el área del rizo interior del caracol 
r=.l+2Cos6. 
Solución. 
La gráfica es simétrica con respecto al eje polar. Como ejercicio 
mostrar que la gráfica corresponde a la figura siguiente y 
4 TI i TI 
mostrar que el rizo se encuentra entre 
Y 
4 TI/3 
A= ( l+2Cos© ) 2d6 = TT- (Ej ereicio) 
2 TI/3 
Ejemplo 4. Hallar el área en el primer cuadrante que es 
exterior a la circunfencia r=l e interior a la rosa r=2Sen29. 
Solución. 
Como ejercicio mostrar que la gráfica, es la que se observa en la 
figura siguiente. 
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Se buscan los puntos de intersección, igualando las dos curvas 
Tt 
es decir; 2Sen2€»=l si y solo si Sen26='<é, s.i. y solo si 26=—; 
^ 6' 
5n IT 5 re 
26= — , ¿isi que ( 1 , — ) y ( 1 , — ) son los puntos de 
6 12 12 
intersección. 
en el primer cuadrante, luego óA~ — [ (2Sen26) a - l )Ó6, asi que 
5 TI/12 
1 
A= (4Sen22e~l)d6 
T C / 1 2 
5 T I / 1 2 
4 
í _(l-Cos46)-l]de 
u/12 
1 1 
_ (6- - Sen48) 
5 TI/ 12 TI 3 1 ' 2 
Tt/12 6 4 
Ejemplo 5. Encuentre el área exterior a la cordioide r=l+Cos6 e 
interior al circulo r=:31/2Beny. 
Solución. 
Mostrar como ejercicio que la gráfica es la que se observa en 1 
figura siguiente, 
Y 
11 
T- VT <b<?<-»€> 
242 
AAíí - [3Sen2e-( l+Cose)a]^e. Se necesitan las coordenadas de los 
puntos de intersección y para ello se resuelve la ecuación 
l+Cos©=3 x'=Sen©. 
l+2Cos©+Cosa!© = SSen 2© = 3(1-005=6); 
4Cos 2©+2Cos©~2 = 0; 
Tt 
(2Cos©-L)(Cos©+l)=0, Cos©='¿ ó Cos6=-L, y asi © = - , TI , luego 
3 
Tt Tt 
A= - [3Sen 2©-(1+Cos©) 2]d© = (—2Cos©-2Cos2©)d© = 
T I / 3 TI/3 
L"-2Sen©-Sen2©] 
TI 
T I / 3 
WZ.*-'"-* 
4 
Ejemplo 6. Hallar el área encerrada por (x 2+y 2) a = ;-:a-y2. 
Solución. 
La curva se pasa a polares, >; = rCos©, y=rSen©, asi (x=+y»)== 
( r = ) 2 = = r 2(Cos 26-Sen 2e)=r=Cos26; asi la curva en polares es 
r=iCos2©; y el área se puede calcular asi: 
A 
TI/4 
(Cos2©)d© 
0 
T I / 4 
Ejemplo 7. Dadas las curvas en cartesianas x 2+y 2-x, x2+y^-y 
a) Pasarlas a polares. 
b) Hallar al área común a r=Sen6, r-Cos8. 
c) Hallar el área exterior a r=Sen6 e interior a r=Cos8. 
d) Hallar el área exterior a r=Cos8 e interior a r:=Sen8. 
Solución. 
a) xa+y2=r2=rCos8; luego r=Cos8 
X3+ya=r2=rSen6; luego r=Sen8. Sus gráficas se observan en la 
figura siguiente. 
r-6ea@ 
"A 
r -CO50 
TC 
Las curvas se cortan únicamente en 6= — (Cos8=Sen©) 
4 
Tt/4 IX.' 
b) El área común B= (Sen3©)d8 + Cos38d8 (ejercicio) 
0 u/4 
u/2 
c) El área C (Cos38)d8 - Area común E(. (ejercicio) 
-it/2 
H 
d) El área A (Sen38)d8 - área común B. 
0 
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2.2.2 E J E R C I C I O S . 
I. Dibujar los siguientes puntos, dados en forma polar con los 
ángulos en grados, y hallar todas las coordenadas polares de cada 
uno de los puntos. 
I. (2,90°) 2. (2,0°) 3. (-2,90°) 4. (-2,0°). 
II. Representar el conjunto de puntos p(r,6) cuyas coordenadas 
polares satisfacen la ecuación, desigualdad dadas. 
.1) r=2 2) r> 1 3) 0 o <©<30 r>0 4) ©=60° -l<r<3. 
5) ti/4<©<3n/4 0< r< 1 6) —rt/2<©<TI/2 
III. Pasar la ecuación polar a cartesianas. 
1. rCos©=2. 2. rCos©+rSen©=l. 3. r a=l. 4. rSen©=er-c:,::,-e' 
5. r= . 6. r=4Tan©Sec©. 7. r2=Cos2©. 
Sen©—2Cos© 
8. rs*=4Sen2©. 9. r2=Cose. 
IV. Hallar el área de la región encerrada por 
1. r=a, a>0. 2. r=3+Cos©. 3. r=4-4Cos©. 4. r=l+Sen©. 
5. r2=4Sen2© 6. r==±4Cos2©. 7. r=±Sen©. 8. r=±2Cos©. 
9. r- 1—Cos©. 10. r=Sen2©. 11. r=2Cos2©. 12. -Cose. 
V. 
1. Hallar el área interior al rizo menor de r=2-4Cos©. 
2. Hallar el área interior al rizo grande de r=2-4Sen©. 
3. La curva r=4Cos3.© tiene tres pétalos, hallar el área de un 
pétalo. 
4. Hal lar el área entre r - 7 , r=10. 
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5. Hallar el área exterior a r=2 e interior a r2=8Cas28. 
6. Hallar el área de un pétalo de r=4Sen36. 
7. Hallar el área de la región que se encuentra dentro de 
r=2+2Cos6 y fuera de r=3. 
8. Hallar el área limitada por r=l, r=l+Cose, 8=TI/4 en el primer 
cuadrante. 
VI. Hallar el área de la región que se encuentra fuera de la 
gráfica de la primera ecuación y dentro de la segunda. 
1. r=2+2Cos6; r=3. 2. r=2; r2=BSen28. 
3. Hallar el área comprendida dentro de r=i+Sen6, fuera de 
r=l-Cos6 y encima de 8=0. 
4. Hallar el área interior a r=3+3Cos8 y r=-3Cos6. 
5. Hallar el área de la región interior al caracol r=l+2Sen6 
2 TI 
1 
(indicación: el área no es — (l+2Sen8)ad8. ) o 
0 
2 ir 
i r 
6. Explicar por que — 9Cos28d6 no es el área de la región 9 
0 
limitada por r3=9Cos28. 
VII. Hallar el área de la intersección de las gráficas encerradas 
por las gráficas 
1. r=2; r=3-2Cos8. 2. r=3Sen26; r=3Cos26. 3. r=Sen6; 
r=3 1 / aCos6. 
4. r=l+Sen6; r=5Sen6. 5. r=2Sen26: r=2Cos26. 
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VIII. Hallar el área subrayada en la figura siguiente. 
y 
r-.-Wi» 
2 . 3 L O N G I T U D DE A R C O . 
Sea y=f(x) una función continua en [a,b], se considera la gráfica 
de y=f(x), la cual se observa en la figura siguiente 
V-flx) 
La porción de la gráfica desde (a,f(a)) hasta (b,f(b)), se llama 
arco y se desea asignar un número a lo que intuitivamente se 
piensa como la longitud de? este are o. Si el arco es un segmento de 
recta del punto (x,y) al punto (xi,yi), se sabe por la fórmula de 
la distancia entre dos puntos, que su longitud esta dada por 
[(xi-x) 2+(yi-y) 2] 1 / a. Se usará esta fórmula para definir 
la 
longitud de un arco cualquiera. 
En efecto, sea y=f(x) una función continua con f'(x) continua 
para todo x en La,b], se hallará la longitud del arco AB que se 
observa en la figura siguiente. 
247 
Y- tv 
Sea P =C ta; ti, . . . , t n 3' una partición de [a,b], en n subintervalos 
de longitud iguales, es decir ót* = t*"-t,<_i = (b-a)/n; la suma de las 
longitudes de las cuerdas constituye una buena aproximación. La 
longitud de la i-ésima cuerda es : 
Si = [(ti-ti-i )=+[ f (ti )-f(ti_i = 
f(ti)-f(ti-i) b-a 
(ti-ti_i) .Cl+( = [i+ ( f ' ( x i ) ) 2 ] 
11 -11 -1 n 
, para 
Xi"= f ti_i, ti ] por el teorema del valor medio. Luego la longitud de 
b-a 
la i-ésima cuerda es [l+(f' (xi) ) a] 1 / = ¡ y asi la longitud del 
n 
b 
n b-a 
arco AB es lim S [ .1+ ( f ' ( x i) ) x = 
n-><D i = ;L n f1 l+(f'(x)) a] 1 / adx = 
dy 
[ ! + ( — ) a ] 1 / a d x . En forma análoga si. x=g(y), donde g, g' son 
dx 
continuas en [c.d] entonces se puede demostrar que la longitud de 
ta 
su gráf ica es [ l + í g ' ( y ) ) 3 ] i ' = d y = 
d d 
dx 
C i + ( — ) 2 ] 1 / a d y = [dy^+dx3] 
dy 
a c 
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Longitud de una curva. 
Una curva C es un conjunto de puntos P(x,y) cuyas coodenadas 
están dadas por x=f(t), y=g(t), donde f y g son continuas en un 
mismo intervalo I. 
A x=f(t), y^g(t) se conoce como una ecuación paramétrica para la 
curva y, t es simplemente un parámetro, que en algunos casos 
es el tiempo. 
Supóngase que C es una curva parametrizada por x=f(t), y=g (t.) , 
aitlb; C es una curva suave o liza si f y g' son continuas en 
[a,b], y no son simultameamente cero en (a,b); una curva C puede 
tener mas de una parametrización, y una curva C descrita por una 
función continua y=f(x) siempre se puede parametrizar, haciendo 
x = t. Un conjunto de ecuaciones paramétricas para C son x=t; 
y=f(t). 
La longitud de una curva parametrizada por x=f (t.) , y=g (t) a<tib,se 
b 
puede calcular por la integral 
dx dy 
C ( — ) = + ( — ) 2 ] 1 / 2 d t = 
dt dx 
b 
C ( f ' ( t ) ) = + g ' ( t ) = 
a 
dy 
dx 
dy 
d t d x 
; ___ 
dx dt 
dy 
[ ( l + ( — 
dx 
a 
[dx^+dy22] si 
dt 
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2.3.1 P A R A M E T R I Z A C I G N DE A L G U N A S C U R V A S . 
1. x 2+y 2=a 2, se puede parametrizar asi: x=aCost; y=aSent 01t<2it ó 
x=aCos2Ttt; y=aSen2nt 01ti i es otra parametrización. 
2. La astroide x52'3*y=!'3=l, se puede parametrizar asi: 
x=Cos3t; 
y=Seri3t 0<tl2n. 
3. y=2x-7 se puede parametrizar asi: x=t; y=2t-7 ó por x(t)=t+l; 
y (t) =t2t-5, pues y=2 ( x-1)-5=2x-7 . 
4. y=x entre (0,0) y (4,4) se puede parametrizar asi: x=t; y=t 
01tl4 ó x=4t; y=4t 01ti1, en general el segmento de recta con 
punto inicial A y punto final B, tiene por ecuación paramétrica 
A+t ( B-A) 01 til.. 
5. la parábola y=xst desde (-2,4) hasta (4,16) se puede 
parametrizar asi: x = t; y=t:a -21 ti4. 
6. y=x 3 desde (-2,-8) hasta (2,8) se puede parametrizar como x=t, 
y-1 3 -21 ti2. 
yZl y =2 
7. La elipse — + — =1, se puede parametrizar como x=aCost, 
a 2 b 2 
y-bSent 01 ti2n. 
Ejemplo 1. Hallar la longitud del segmento de recta que va del 
punto (0,1) hasta (5,13). 
Solución. 
12 x dy 12 
La ecuación de la recta es y= +1, luego — = — y asi L= 
5 dx 5 
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1 3 
[ 1 + (12 / 5)a ] x ' ad x dx = 13, la curva se puede paramet.rizar 
0 0 
asi: A+t(B-A) = (0,1) + t[(5,13),(0,1)] = (0,1)+t(5,12) = 
1 
C(5 a+(144) a] 1 / 2dt 
0 
( 51,1 +121) = (x (t),y(t)) 0<t<l y asi L 
(169)a=13. 
0 
Ejemplo 2. Hallar la longitud del arco de la parábola ya=12x 
limitado por la ordenanda correspondiente a x=3. 
Solución. 
X 
1C=i 
d x y 1 
— -- L=2 * -
dy 6 6 
[36+y28] i'^dy = 6[2 x' a+ln (1+2X'=-*) ] 
0 M 
Ejemplo 3. Hallar la longitud de la curva x=t; y=t a -1<t£2. 
Solución. 
d x d y 
— = i; — = 2t; luego L= 
dt dt 
[1 + 41 a ] l / 2t1t, ( ej ere icio) 
3i se? elimina el parámetro t:, en x=t, y^t 2, se tiene que 
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dy 
y= ?at -láxS2, luego 2x y asi L C l+4x3]t/,2d>; (ejercicio) . 
•1 
Ejemplo 4.Hallar la longitud del circulo x:2+ya:=a2. 
Solución. x=aCost, y=aSent, 0<t¿2TI es una parametri zac ión del 
dx dy dx dy 
circulo x ^ + y ^ a 2 , luego — = -aSent; — = aCost, ( — ) a + ( — ) 3 = 
d t d t d t d t 
2 TI 
aatSen:it.+Cos2y]=a;2, asi que L= [ a31 ] 1 / 2d t = 2na, 
0 
2.3.2 D I F E R E N C I A L DE L O N G I T U D DE UN ARCO. 
Sea y=f(x) una función continua, con f'(x) continua en [a,b] para 
c ada x de [a,b] se define s(x) mediante s(x) = 
[1+(f'(u)) 2] l / 2du, entonces s(x) de la longitud del arco de la 
curva y=f(u) desde el punto (a,f(a)) al punto (x,f(x)), luego 
ds dy ^ 
S' ( x ) = — = [l+(f ' (x) )*•}*•"* = [i+(—)»] ¡luego la diferencial de la 
d x d x 
dy 
longitud de un arco ds, se puede escribir asi ds=[l+(—) 2] 1 / 2dx = 
dx 
d x d x d y 
[l+( — ) i / 2]dy = II (—)2+(—)st]a.y:a y s e p U e d e recordar por 
dy dt dt 
¿1 
x+y-
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2 . 3 . 3 L O N G I T U D DE UN ARCO EN C O O R D E N A D A S P O L A R E S . 
Se ha visto que r-f(8) cí<8<3 es la ecuación de una curva en 
coordenadas polares, entonces las ecuaciones parametricas,para la 
curva son x=rCos6=f(8)Cos8 y y=rSen8=f(6)Sen8; y si f tiene 
derivada continua, entonces — = f'(6)Cos6-f(6)Sen8; 
d6 
d y d x d y 
— = f ' (6)Sen6+f(8)Cos8, asi ( — ) 2 + ( — ) 2 = [f ' ( 8 ) ] [ f ( 6 ) ] 2 = 
d8 d8 de 
dr 
( — J ^ + r 2 (ejercicio) y asi la longitud de arco en polares es 
d8 
B 
l_= 
dr 
[ (—)»+r 2] 1 / 2dí), 
de 
a 
dr 
Ejemplo 1. La longitud de r=a es: como — = 0, entonces 
de 
2 tt 
L= (a 2) 1 / 2d9 = 2Tía, longitud de la circunferencia de radio a, 
0 
Ejemplo 2. Hallar la longitud de la cardioi.de r=l+Cos8, 
Solución. 
dr dr 
— = -Sene; (—)2+ra=Sena£6+(l+Cos6)3e=Sen=e6+Cosae6+2Cosa:6=2(l+Cos6) , 
d8 d6 
2 TI 
luego L_- [2(l+Cos6]A'ad6 = tl+Cose] 1 / 2d9 
0 0 
2 5 3 
2u -Tt TI 
[2Cos a(6/2)] 1 / 2d6 = 2 ICos(6/2)Id© = 2 Cos(6/2)d6 -
0 0 0 
.¿.Tt 
Cos(6/2)d© = 4Sen(6/2) -4Sen(6/2) 
0 
2 IT 
Tt 
4+4=8. 
ii 
Ejemplo 3.. Hallar la longitud de r=e:20 desde 6=0, hasta 6=2TI , 
Solución. 
d r d r 
— = 2eSí,i, y (—j-'+r2 = 4e*€'+e*e* = 5e 4 e y asi 
d6 d6 
•lu ÍTt 
S= 
5 1 ' = 
= [e*"-l ] . (5t'"-')1/2d9 = 5a-
0 0 
2 . 4 AREA DE R E V O L U C I O N . 
Sea y=f(x) una función no negativa y cuya derivada f'(x) es 
continua en [a,b'j. Si se hace girar la gráfica de y=f(x) desde 
x=a hasta x=b alrededor del .eje x, se ne una superficie de 
revolución. El área de esta superficie vx&ne dada por la fórmula 
b b b 
ínf ( x ) ds 
a 
•7 x 
2 5 4 
D e m o s t r a c i ó n . 
Para deducir la fórmula se recuerda primero que el área lateral 
(s.in bases superior e inferior) de un cono circular recto 
truncado como se muestra c?n la gráfica, viene dada por n(r+R)L; 
donde r,R,L son los radios de la base superior, inferior y L la 
generatriz. 
Sea P={Xa, Xi, . . . Xr.3 una partición del intervalo [a,b] 
(*«. f M 
r 
a 
IM-fírJ 4 
Ha 
Si se unen los puntos (x k-i,f(x k-i)) con (x k !f(x k)) por una 
cuerda, se forma un trapecio. Cuando este trapecio se hace girar 
en torno al eje x, se genera un cono truncado con radias f(Xi«-i.), 
f (x*). L_a generatriz puede obtenerse del teorema de Pitágoras: 
[(x k-x k-i) 2+(f(x k)-f(x k-i)) 2] 1 / 2, asi que el área lateral del 
cono truncado sin tapas es 
ÓS* - rt[f (x k)+f(x k_i)][(x k-x k- 1) a+(f(x k)-f (xk-3.) = 
f(xk)-f( i ) 
Tt[ f <x*)+f U k - i ) ] C 1 + ( 
A k A — 1 
K[f(x k) +f ( ) ]1:1 + ( f * ( xt) ) 2 ] 1 / 2 ú x k ; x£e ( x k _ t , x* ) . 
Por el teorema del valor medio para derivadas, y así 
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lirn 2 Tt[f (xk)+f( xk_i )][!+( f ' ( x k ) = 
n->® k = 1 
b 
.TI f (x)[l+(f ' (x) ):£'ìx/'Sid) 
Se puede demostrar que si la gráfica de una función continua 
y=f(x) en [a,b;] 0<a<b, se hace girar alrrededor del eje y, 
entonces el área S de la superficie de revolución resultante esta 
dada por-
ta b d 
!nK[l+(f' (x)! 2] 1 / 2dx = 2it ;<ds = 2T[ 
dx 
x ( l + ( — ) = 
dy 
Es claro que se supone que f'(x) es también continua en [a,b] 
y que i-c==g (y) y g' (y) son continuas en [c,d]. Si la gráfica de una 
función f no negativa viene dada en forma paramétrica; es decir; 
x-f(t), y=g(t) citid y además si f'(t), g'(t) son continuas y 
f'(t.) es siempre positiva, el área de la superficie generada al 
hacer girar la gráfica alrededor del eje x viene dada por 
d d 
2nyds = 2iry (t) L ( f ' (t) ) (g ' (t.) ) = ] 1 / 2 d t y en forma análoga 
c c: 
el área de la superficie generada al hacer girar la gráfica 
d 
alrrededor del eje y viene dada por 2nx(t)ds, 
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D e m o s t r a c i ó n (ejercicio) 
El área de la superficie generada en la rotación del arco de la 
curva r=f(6) aí¡6ip alrrededor del eje polar es 
(3 [i 
S M = 2n yds = 2TI rSenOds y alrrededor del eje 90 es 
a a 
¿n :ds = 2 TI rCosSds. 
a a 
D e m o s t r a c i ó n ( e j e r c i c i o ) . 
Ejemplo 1. Hallar el área de la superficie de revolución 
generada en la rotación alrrededor del eje x, del arco de la 
parábola yas=12x 0<x<3. 
Solución. 
d 
.TI yds ó S= 2TI 
dx 
y [ 1 + ( — ) a ] 1 / 2 d y que también se puede demostrar, 
dy 
b 
Se ¿aplica la fórmula 2TI 
dy 36 
yds- En efecto l + ( — = 1+ — 
d x y-
a 
y 2+36 
y asi S= 
yCy^+Z-ó^'^dx 
TI ÜTI (12x+36) 1/2d>: 
0 0 
2 5 7 
d 
2 4 ( 2 * 2 * y aplicando la otra fórmula S=2TI 
dx 
y ( 1 + ( — ) 2 ) 1 / 2 d y = 
dy 
Zn 
•y(36+y2)dy dx y dx 36+y a 
= 24(2*2J-'2~1 )TT. = l + ( — ) = = 
6 dy 6 dy 6 
0 
Ejemplo 2. Hallar el área de la superficie de revolución 
generada en la rotación alrrededor del eje y, el arco de la curva 
x=y 3 0¿y£l. 
Solución. 
d 
ti "¿TI 
dx 
x [ l + ( — ) a ] 1 / 2 d y 
dy 
= ZTC y3[l+9y*]1-'=:dy = — (10* 10a ) 
27 
0 
Ejemplo 3. Deducir la fórmula para el área de la superficie 
esférica. 
Solución. 
Se puede generar una esfera de radio a, haciendo girar el arco 
x=aCost, y=aSent Bitín, alrrededor del eje x, luego 
d IX TL 
S=Z"n: yds = 2TC a^Sentdt aSent . [a 2(Cos 2t+Sen 2t) ] 1 / 2 d t = 2TV 
c 0 0 
2rta:2*2=4Tta
Sí
. También se puede obtener este resultado, si se rota 
; { = (a 2 - y 2 ) 1 / 2 ; --ai y* a alrrededor del eje y. En efecto, 
258 
a 
A=2it x d s Mi (a2 -y2) . (1 + 
y-
a 2 - y a 
= 2ft ady = 4na a. 
-a -a 
Ejemplo 4. Hallar el área de la superficie generada en la 
rotación de r a=Cos2e alrrededor del eje polar. 
Solución. 
El área pedida es igual al doble de la generada en la rotación 
del arco del primer cuadrante. 
Cos a26+Sen=2e 1 dr Sen26 
r 2 + ( — ) = = Cos26+ (- )st 
d6 r 
luego 
TI/4 
S=2#2n rSen© —d© = 4rt 
r 
it/4 
Sen6d©=4 IT (-Cos6) 
0 0 
TI/4 
= 4 TI (1- ) . 
0 2 
2 . 5 V O L U M E N E S DE C I E R T O S S O L I D O S . 
En esta sección y en las siguientes se demostrará como se puede 
utilizar 1¿* integral definida para evaluar los volúmenes de 
ciertos sólidos. 
2 . 5 . 1 M E T O D O DE LA S E C C I O N (Area c o n o c i d a ) . 
Se supone que V es el volumen del sólido mostrado en la figura A, 
limitado por los planos perpendiculares al eje >Í , ;-:=a, y X = b. 
Supóngase además que se conoce una función continua A(;-;), que da 
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el área de la sección transversal, elemento de sección, que se 
obtiene cortando el sólido con un plano perpendicular al eje x. 
Por ejemplo para a < x i < x 2 < b las áreas de los elementos de sección 
mostradas en la figura son A ( X A ) , A(x»). 
A 
Sea S el sólido en custión y P={ x«,, xA , . . . , x n } una partición de 
[a,b"J. Para cada subintervalo [xt-i,x±], sea nu y Mi los valores 
mínimo y máximo de A respectivamente en este intervalo. Sea S¿ 
la porción que corresponde a [XÍ-I,XI] y Vi su volúmen y asi: 
n n n 
miúxiíVi<MiúXi, luego £ mióxii 2 V x < S MAÓXA y tomando lim en la 
i = l i = l .i = l n-?--® 
desigualdad se tiene V- A ( x ) d x : 
a 
Ejemplo 1. Un sólido tiene como base x5S+y2=»4, hallar el volúmen 
del sólido si las secciones perpendiculares al eje x son: 
1. Cuadradas. 
2. Triangulo rectángulo isósceles con el ángulo recto en el 
c i rcu1o 
3. Triángulos equiláteros. 
Solución. 
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A(X)=(2y)K; dv=(2y)2.dx; dv=(2y)2.dx = 4yÄdi 
luego 
4 ( 4—Xs* ) d 
V- 4(4—Xa)d X = 8 (4-xB)dx (ejercicio; 
13 
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2 y . y 3 A ' a ! 
A( x ) = = dv=y=*3J"'=!*dx = ( 4-x a ) 3a '*dx . Y asi 
i'(4-x2)dx (ejercicio) 
Ejemplo 2. Hallar el volumen del Sólido mostrado en la figura 
t 
r ^ ^ 
5 
i 
dv=A( x )dx = 4*5dx = 20dx V= 20dx = 20*6 = 120. 
0 
Ejemplo 3. Se tiene un coí>o como se muestra en la figura, de 
altura h y radio de la base a, hallar su volumen. 
Solución, 2 
rM a 
h 
dv=nra(x)dx; -
Tta^x3 r. Tta3h 
r (x ) a a 
__ = _ ; r(x)= -.x y asi V-
x h h 
n ( — . 2 ) d; 
h 2 
0 
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Ejemplo 4. Hallar el volumen del sólido 
a , ta, c > 0. 
Solución. 
í2 y 2 z 2 
b= c a 
11 con 
Si z=0; :1; una elipse en el plano xy. 
b 2 
Si yF0; = 1 ; Una elipse en el plano 
Si x=0 ; 
y-
b 2 c'-2 
1 una elipse en el plano yz Como se observa en 
1¿\ figura siguiente, 
|Z 
-*> Y 
\ 
- ~ ~ \ 
- -
y i 
' — \ X H » / 
-7 Y 
i. 
.1. Si las secciones son perpendiculares al eje y, se tiene 
B=x=a(l-(y=*/ba) C = z=c ( i-(y'^/b2 ) ) ; luego dv=BCndy = 
b 
tt(ac) (l-íy^/b2' )dy y asi V= 
y 2 4 
nac(l- — ) d y = — Ttabc. 
b 2 3 
-b 
2. Si las secciones son perpendiculares al eje x; 
y»=b a(l-(x a/a 2)) 
dv=nABdx; y=--B=b (1-( x2/aa ) ) ; A=Z=c ( l - ( x 2 /a 2 ) ) 1 / 2 ¡ luego 
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a 
dv=nbc (1-( x 2/a 2 ) ) d;-: y asi V nbc(l-(x2/a2))dx = _ nabc. 
-a 
3. Sección perpendiculares al eje 2; dv=rtABdz; 
A=x=a(l-(z 2.c 2) )±yst; 
B=y=b( l-( z 2/c 2) ) luego V = ítABdz 
-c -c 
Ejemplo 5. Hallar el volúmen del sólido limitado por 
Ttab( l-( z^/c3) )dz =—nabc 
a 3 b a 
y z=4, 
Solución. 
y 
b'-2 
^ T 
x-0; z= — ; y=0; dv=nABdz; x=az 1 / 2=A¡ y=bz 1 / 2=B,entonces 
a 3 
V- iiABdz Ttabzdz (ejercicio) 
0 0 
E j ere ic ios. 
1. La base de un sólido tiene la forma de una elipse con eje 
mayor de 20 Cms y eje menor de 10 Cms; hallar el volúmen del 
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sólido si cada sección perpendicular al eje mayor es 
1 . un cuad rado . 2 . un tr iángu 1 o tqui 1 átero . 
3. un triángulo isósceles de 10 Cms de altura. 
2» La base de un sólido es el segmento parabólico obtenido 
cortando la curva por una cuerda perpendicular a su eje. La 
cuerda tiene 10 Cms de largo y dista 8 Cmst del vórtice de la 
parábola; hallar el volúmen del sólido si cada sección 
perpendicular al eje de la base es: 
1. un cuadrado. 2. un triangulo equilátero. 
3. un triángulo isósceles de 10 Cmst de altura. 
3. Hallar los volúmenes limitados por las superficies de segundo 
grado y los planos dados. 
1. z=xa+4y=; 2 = 1. 2. 4x a+9z a+y=0; y+l=0. 3. xa+4y=!+9za=l 
4. : 2=k 2+9y a; 2+1=0 
2 . 5 . 2 S O L I D O S DE R E V O L U C I O N 
y 
a a b a 
+ 1 y los planos x=0, x=9. 
Sea f continua en [a,b] y f>0, si se gira la región que se 
observa en la figura, se obtiene un sólido cuyo volúmen viene 
dado por ^ 
--> x 
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v= TI f 2 ( x ) d x 
a 
D e m o s t r a c i ó n . 
La sección transversal con coordenada x es un disco circular con 
radio f(x), su área es entonces TI [ f ( x ) ] 2 y asi por el resultado 
b 
anterior su volumen viene dado por V- ri f 2 ( x ) d x 
a 
M é t o d o de a r a n d e l a s o rodajas. 
Supóngase que la región R limitada por las gráficas de las 
funciones continuas y=f(x) y=g(x) x=b, x=a(como se observa en 
la figura) se hace girar alrrededor del eje x, entonces el 
volúmen del b b b 
solido generado es V= rtf2( x ) d x ng2(x)dx TI [f2(x)-g2(x)]d; 
D e m o s t r a c i ó n (ej 
2 . 5 . 3 METODO DE LAS CAPAS C I L I N D R I C A S 0 C A S C A R O N E S 0 
C O R T E Z A . 
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Un cascaron cilindrico es un sólido limitado por dos cilindros 
circulares rectos concéntricos. Si el radio interior es ri, el 
radio exterior es y la altura es h, entonces el volumen esta' 
dado por V=(área- de la base ) #al tura . 
= (Ttr2ah-nriah ) = (itr22-'itri2) h = n(r 2 2-ri 2)h 
r 2+ri 
=2TC ( ) ( r 2-ri) h, por lo tanto 
V=2rt * r¿*dio medio * altura * grosor. 
Este es un buen modo de recordar esta fórmula: Si el cascaron 
fuera muy delgado y hecho de papel, se podrá cortar un lado, 
abrirlo para formar una hoja rectangular y calcular despues su 
volumen en forma usual. 
znr 
Sea R, una región plana limitada arriba por una curva 
continua, abajo por el eje x, a izquierda y derecha por las 
rectas x=a,.x=b. 
Sea S el sólido generado al hacer girar la región R alrededor del 
b 
eje y, entonces su volumen viene dado por V = 2TI I f ( x ) d x . 
a 
D e m o s t r a c i ó n 
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Sea P=í >;» f Xi, . . . Xr> 3 una partición de [a,b], y se verá lo que 
sucede en el intervalo i-ésimo [x t-i,xi] 
Sea Sx. el sólido generado por este intervalo y V A su volumen. S A 
contiene una capa cilindrica de altura mi(f) y radio exterior 
XÍ, radio interior X A_i. Por otra parte Si está contenido en una 
capa cilindrica de altura M*. (f), radio exterior Mi(f ) y radio 
interior X4.-1. Se deduce del volumen de la capa cilindrica TtR^h-
rrr^h que Ttx tanii ( f ) -Ttxx-i2(iii ( i ) < V A £ Ttx ± SH X ( f ) -nx i-i aMi ( f ) ; 
nniiífXx^-Xt-i 2) i Vi < TIMÍ ( f ) II x t a-xi-i 2 ] ; 
iimi ( f ) ( Xi-Xi-i) ( Xi + Xi-i ) 1 Vi i TtMi ( f ) ( Xi-Xi-i) ( XÍ+XÍ_X ) . 
Obsérvese que 2x A-x ¿ x t+xi-i i 2x A 5 asi que 
rtmi ( f ) 2 X Í - I Ú X I < V t < 11M1 ( f ) 2 X Í Ó X Í y 
n n n 
E rtm i ( f ) 2x i - X Í < Z Vi < Z TIMI ( f ) 2x ióx 1 y 
i = .1 i = 1 i = 1 
n n n 
lim Z 2nxi_ 1 mi ( f )óx 1 < lim Z Vi < lim Z 2TtXiMi ( f )újxA , luego 
n - > ® i = 1 n - > <d i = 1 n - > ® .i = 1 
- TI X "f ( x ) d X 
O b s e r v a c i ó n . Dado que es imposible analizar cada caso posible, 
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se recomienda no memorizar la anterior fórmula (ó fórmulas), es 
importante poder plantear la integral para un problema dado sin 
necesidad de pasar por un análisis prolongado, imagínese la 
corteza y su volumen, con esto puede hacer todo como se mostrará 
con algunos ejemplos. 
Ejemplo 1. Hallar el volumen del sólido obtenido al hacer girar 
la región encerrada por y=x2+4, x=0, x=2, y=2 en el eje y. 
Solución. 
dv =2nxhdx ; dv=2rcx (x2+4-2) dx ; dv=2ttx ( x a+2) dx y asi 
V=2TC x (x a + 2 ) d x = 1 6 TI . 
0 
Ejemplo 2. Hallar el volumen del sólido generado al rotar la 
/-egión limitada por y=x®; x=0; y=3 en el eje x. 
Solución. 
-í 
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dv=2Ttyxdy = 2fty . y 1 / 2dy y a s i V= 
3 6 ir 3 ^ 
2uyy / : 2dy = 2it y 3 / 2 d y 
0 0 
Ejemplo 3. Plantear una integral para el volúmen del sólido que 
resulta cuando la región R que parece en la figura gira 
alrrededor de: 
1. eje x. 2. eje y. 3.La recta y=-l. 4. La recta x=4. 
3 + 2X-* 
1. Por el mètodo de discos se tiene 
Y 
II -7 V 
d v •= ii f 2 ( x ) d x , 1 u e g o V= ti ( 3+2x-xas ) 2d x ( e j ere icio) 
0 
2. Por el mètodo de cascarones se tiene: 
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dv=2nxf(x)dx, luego V= 2nx(3+2x-xa)dx (ej x (ejercicio) 
^ . 3 z x- or 
* X 
Por el mètodo de arandelas se tiene: 
1 + 5 tZx'-X 
dv=Tt[ ( 9+2x-xa) 3-f]d:<, asi que V=rc C(4+2x-xa)»-1]dx (ej ercic io) 
0 
4. Por el mètodo de cascarones se tiene: 
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dv=2u ( 4-x ) ydx=2rt ( 4 -x ) ( 3+: 
(e j ere icio) 
:)dx, luego V=2it (4-x)(3+2x-xa)dx 
0 
Ejemplo 3. Por medio del método del disco y de la corteza, 
mostrar que el volúmen que se obtiene al girar la región indicada 
en la figura siguiente es el que se indica. 
.1. Rotar ÜAB en el eje 
Solución. 
Disco 
(A .J ) 
d V=TC f a ( x ) d x , 1 ueqo 
4 
Ttx3dx = 64TI; , 
0 
(4.BÌ 
dv=2ny(4-x)dy= 
2-rty(4-y2'3)dy y asi 
8 
V=2ít y(4-y2'3)dy=64rc. 
0 
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2. OAB gira en AB 
disco x corteza 
dv=ït ( 4~>: ) r2dy= 
TI ( ) =*DY, luego 
8 
1024TI 
35 
0 
d v=2rt (4—x)ydx= 
2TE ( 4-x ) x 3 / 2dx , asi 
ÎTE ( 4~x ) x 3 / 2dx= 
1024ti 
35 
0 
3. Rotar OAB en CA 
Disco 
S 
o B 
dv=64iïdx -TU ( 8--y ) 2 d x = 
64n:dK—ri ( S-y,3'2 ) 2dx ; 
4 
V=TE 
704TE 
[ (64-(8-x3'=*)2) ]dx 
c o r tez a 
-7 X 
dv=2tï ( 8-y ) ( 4-x ) dy= 
2TI ( 8-y ) (4-y3î-'3)dy; 
0 
8 
0 
704n 
ITE (8-y) ( ) dy= 
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4. Rotar OAB en eje y 
Disco 
¿4, el 
dv-it 16 d y - n x ad y= 
TIL6DY-TTY*''3DY, 
8 
V — TI (16--y*'3)dy-
512II 
7 
0 
5. Rotar OAC en eje y 
Disco 
dv=Tix:;2dy=Tiy*/'3dy, 
8 
Tty*/'3dy= 
384TI 
7 
0 
Corteza 
dv=2Tixydx = 
2nxx3/'adx 
V=2TI 
512n 
;d x 
0 
Corteza, 
dv=2ir ( 8—y ) xdx= 
2TI ( B-x3''2 ) xdx ; 
384-n: 
ÜTICB-X3'2) xdx» 
7 
0 
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6. Rotar QAC en CA 
Disco C o r t e z a 
dv=Tt ( 8-y ) zd>!: 
re ( ö-x 3' 2 ) Äd>i 
4 
V-
57 6 ri 
it(8~>;3/2)=d; 
0 
7. OAC rota en AB 
Disco 
t> 
dv=Ti[ 4=tdy- ( 4-x ) 2dy ] = 
K(4 2dy—(4-y 2' 3) 2dy); 
d V=2TI: ( 8-y ) xdy= 
2TI ( 8-y ) y 2' 3dy ; 
8 
V=2ii ( 8-y ) y ^ dy= 
576u 
5 
dv=2n(4—x)(8-y) dx= 
2ft ( 4—x ) (8-x3'2)dx: 
8 
V=n 
3456TT 
[ 16- (4-y 2' 3) 2]dy 
0 
V= 2n(4-x)(8-x3'2)dx= 
34 56 n 
3 5 
0 
Corteza 
Y 
c 
275 
8. Rotar OAC en eje 
D i se o 
d v=Tt8=dx-ny:i!d>: 
64ndx—nx3dx; 
4 
Tt(64-;;3)dx = 192n 
Corteza 
8 
V=2TC 
dv=2nxydy= 
2n:y:2''3ydy; 
ys'3dy=192Tl 
0 0 
2.6 E J E R C I C I O S . 
1. Considere la gráfica siguiente, para hallar el volumen del 
sólido de revolución 
O A 
que se forma al girar la región dada. 
I. Rotar OBA en eje y. 2. Rotar OCB en BC, OAB en AB, 
II. Hallar el volúmen del Sólido de revolución que se forma 
haciendo girar la región limitada por las gráficas de las 
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ecuaciones dadas en torno al eje indicado. 
1. y=x a, x^ ífl, y=3, en el eje x. 
2. y=x a, x=l, y=--0, en x=3. 
3. y=x a+4, x=0, x=2, y=2, en el eje y. 
4. y=(>:-l)at, y=l en el eje? x. 
5. x = l, y—0 , en y=-.l.. 
6. y-;;3, y=x, en eje y. 
7. y^;:3, y=x+ó, x—0, en eje y. 
8. x=yS2~5y, x=0, eje x. 
9. y- (x~l) x y s, x--0, y=0, y=3, en eje y=3. 
10. y=4x-x3, eje x en la recta y==6. 
11. x=+y»=4 en x=3. 
12. x=9-y2¡!, x-y-7=0, en x=4. 
13. 4x=a+9y=i=36, eje y. 
» 
2.7 C E N T R O DE MASA DE UNA V A R I L L A . 
M O M E N T O Y MASA. 
Si x denota la distancia dirigida del origen o a una masa m (como 
se observa en la figura siguiente), se dice que el producto mx es 
el momento de masa con respecto al origen. 
0 ^ — * rrfl 
Para n masas m* , m^, . . . m 0 a las distancias dirigidas xi,x2,...,x, 
de 0 (como se observa en la figura siguiente) 
2 7 7 
mi. «^J, <™t <Y*1 
- O -
n 
Se dice que m=mx+rna+. . .+mr. = 2 mk es la masa total del sistema 
k = l 
y que M«=m.1 x x+m 2x ->+ . . . +m n xr 
con respecto al origen. 
n 
2 m kx K es el momento del sistema 
k = l 
Si 2 mk.Kk--0, se dice que el sistema está en equilibrio, si el 
k = l 
sistema no esta en equilibrio, existe un 
punto P de coordenada x tal que 2 mk(x*--x)=0 ó 
k=l 
n 
Em kx k 
k = l Me 
x= = — y a x se llama centro de masa o centro de gravedad 
n m 
2 m* 
k = .l 
o punto de equilibrio. 
De la expresión xm^M,* resulta que x es la distancia dirigida del 
origen a un punto en el que puede consideranse que esta 
concentrada la masa total del sistema. 
Ejemplo 1. EIn los puntos 0,1,2, y 4 están colocados cuatro 
cuerpos de masas 4,2,6,7 Kg a lo largo del eje x, hallar el 
centro de masa. 
Solución. 
4 Vroj 
I7JJI/WI 
b K1} 
JDL 
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(11=4+2+6+7= 19Kg . 
Me 49 
M(a=í3# 4+1*2+2 #6+4 #7=42, asi x = — = 
m 19 
es el punto de equilibrio 
Se considera ahora un segmento de recta de un alambre delgado de 
densidad variable (masa por unidad de longitud) para el que se 
desea hallar el punto de quilibrio. Se impone un eje coordenado a 
lo largo del cable y se supone que la densidad en x es p(x). 
Siguiendo el procedimiento usual (rebane, aproxime e integra) 
se tiene el objetivo, la masa total del alambre m y después el 
momento total M con respecto al origen (ver figura) 
b b 
úm ~ p ( x )óx ; m= p ( x ) dx . ÚM « xp ( x )úx ; M= xp(x)dx y esto conduce 
a 
x p ( x ) d ; 
V 
a 
M 
m 
a 
p ( x ) d x 
0 b 7 
a 
Ejemplo 2. La densidad p(x) de un cable en el punto a x Cmts de 
uno de sus extremos esta dada por p(x)=3xa gramos por Cmt; 
Hallar el centro de masa del pedazo comprendico entre x=0 y x = .1.0. 
Solución. 
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0 
10 
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Ejemplo 3. La densidad en cualquier punto de una barra de 4 
metros de largo, vasria directamente con la distancia del punto a 
un punto exterior en la recta de la barra y a 2 metros del 
extremo, donde la densidad es de 5 Kg por metro. Hallar la masa 
total de la barra. 
Solución. 
i É- * 
p(x)-c(6~x); p(4)=5, luego p(4)=c(6-4)=5; c=5/2 y asi 
p(x)=5/2(6—x), 1uego M (6-x ) d; 40Kg . 
0 
2.S C E N T R O I D E DE UNA REGION P L A N A . 
Se considera n masas puntuales m*, m 2, . . . , m n , situadas en (x.i.,ya.), 
(xa, y2),...,(x,-,, y 0 ) del plano (como se observa en la 
f igura s i gu iente) , entonces los momentos totales Mv, M„ 
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/ 
• rv* + 
, mj, 
rvw $ 
- > * 
. rm, 
Con respecto al e j e y y y, respectivamente estarán ciadas por 
n n 
M v = E m kx k; M„ = E m Ky k y las coordenadas (x,y) del centro de 
k = 1 k — 1 
M y _ M« 
masa (punto de equilibrio) son x= — ; y = — . 
M M 
Ejemplo 1. Hallar el centro de masa de las cuatro partículas 
que tienen masas 2,6,4,1 Kg ubicadas en (5,-2),(-2,1),(0,3) y 
(4,-1) . 
Solución. 
4 M v = E mkxfc = 2*5+6*(-2)+4*0+1*4=2 
k = .l 
4 
M„ = E m ky k = 2*(-2)+6*1+4*3+1*—1=13 
k = l 
4 M y 2 Mk 13 
M = E nikj = 2+6+4+1 = 13, luego x = — = — ; y = — = — =1. y asi 
k=l M 13 M 13 
el centro de masa (T;,y) está en (2/13,1). 
Se considera ahora el problema de hallar el centro de masa de una 
lámina (hoja plana delgada). Por simplicidad se supone que la 
lámina es homogenea (tiene densidad constante). Para una hoja 
rectangular homogenea, el centro de masa esta en el centro 
geométrico. 
Se considera ahora una lámina homogenea limitada por x=a, x=b; 
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largo de una recta mientras esta sujeto a una fuerza constante f 
en la dirección del movimiento, el trabajo W realizado por esa 
fuerza estará dado por W=F.d = fuerza#distancia. 
Si la fuerza se mide en libras y la distancia en pies, el trabajo 
resu 1 ta en p i es--1 i br as . 
Si 1.a fuerza esta en dinas y la distancia en Cmts, el trabajo 
estará en dima-Cmt. 
Por ejemplo. Un hombre empuja un carro con una fuerza constante 
de 150 libras a lo largo-de una distancia de 20 piues, luego el 
trabajo realizado es W=150*20 = 3000 pies-libra. 
En situaciones más prácticas, la fuerza no es constante, sino que 
varia cuando el objeto se mueve sdíbre la linea. 
Supóngase, en efecto, que el objeto se está moviendo a lo largo 
del eje de las >; de? a, a b, sujeto a fuerza variable de magnitud 
f ( x) en el punto x, donde f es una función continua, entonces el 
trabajo realizado por la fuerza al mover el objeto de a, a b 
b 
viene dado por; W -
D e m o s t r a c i ó n 
f(x)d; 
a 
Sea P-~[ Xu», x i, . . . , Xr» } una partición de [a,ta]. El k-ésimo intervalo 
es [ Xfc-i, x* ] y si xk-i. esta cercano a x k, la fuerza es casi 
constante en este subinterva1o. Si se supone que la fuerza es 
constante en el k-ésimo subintervalo y si E* es cualqier punto 
tal que x k-tiE kíx k, entonces si es el número de unidades 
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de trabajo realizado sotare el objeto cuando se mueve desde el 
punto Xk-i al punto entonces áW* = f (Ek ) (x k-x k- t) = f(Ek. )óx* y 
n n 
asi, el trabajo total es 2 ÓW* = Z f(Ek)ÓXk y así 
k=l k = l 
n 
1 .im Z f (Ek 
n — > <D k — 1 
f (>;)d; W, 
a 
Ejemplo 1. Una partícula se mueve a lo largo del eje x por 
acción de una fuerza de f (x) libras, cuando la particula está a x 
pies del origen. Si f (x) = x+1, hallar el trabajo realizado 
mientras la particula se mueve del punto x=2 al punto x=4. 
Solución. 
W= f(x)dx (x+1)dx = 8 pies-libras, 
En el siguiente ejemplo se usa la ley de Hooke, la cual establece 
que si un resorte es estirado x unidades mas de su longitud 
natural, se contrae con una fuerza igual a kx unidades, donde k 
es una constante que depende del material y del tamaño del 
resorte. 
Ejemplo 2. Un resorte tiene una longitud natural de 14 pies. 
Si se quiere una fuerza de 50 libras para mantener el resorte 
estirado 2 pies; cuando trabajo se realiza al estirar el resorte, 
desde su longitud natural hasta una longitud de 18 pies ?. 
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Solución. 
Colocar el resorte a lo largo del eje x, con el origen en el 
punto donde empieza el estiramiento (ver figura) 
Sea el número de pies que se estira el resorte y f (x) el número 
de libras de la fuerza que actúa sobre el resorte en x pies mas 
allá de la longitud natural; entonces por la ley de Hooke 
f(x)=Kx; y como f(2)=50=2k, se tiene que k=25 y por lo tanto 
f(x)=25x. Si W es el trabajo realizado al alargar el resorte 
desde su longitud natural es 14 pies (x=0) a una longitud de 18 
4 4 
pies (x=4) se tiene que W f(x)dx 25x = 200 pies-1 ibras. 
0 0 
2 . 1 2 D E T E R M I N A C I O N DE LA C O N S T A N T E DE I N T E G R A C I O N . 
Ejemplo 1. La velocidad en el instante t de un cuerpo en 
ds 
movimiento esta dada por — 
dt 
= t, S es la posición del cuerpo en 
el instante t; si S=10 cuando t=0, hallar S en función de t. 
Solución. 
Se trata de resolver — = t si S(0)=10, luego integramos ambos 
dt 
miembros de la ecuación con respecto a t y asi 
S(t) = 
t* 
tdt - +c „ y la constante se determina por S(0)=10, 
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es decir S (0) =0+c=10 , luego c = .1.0, por lo tanto S(t): •1.0, 
Ejemplo 2. Hallar la ecuación de una curva cuya pendiente en el 
punto ( x ,y) es 3x 2 si además la curva pasa por (1,-1). 
Solución. 
Como la pendiente de la curva en (x ,y) es 3X36, se tiene que 
dy 
= 3x a y como la curva pasa por (1,-1), entonces y(l)=-l,y asi 
dx 
para hallar y(x) integramos ambos lados de la ecuación con 
f dy 
respecto a x, es decir y(x) = dx = 
dx 
3xadx = x 3+c. 
Como y(l)=l3+c = -1; c=-2, y asi la curva pedida es y(x)=x3-2. 
Ejemplo 3. Si el número de estudiantes de la U.N se duplica en 
50 años; En cuantos años será el tripe suponiendo que la 
velocidad de aumento sea proporcional al número de estudiantes?. 
Solución. 
Sea y el número de estudiantes a los t años y y<a el número de 
dy dy 
estudiantes en t=0, entonces — = ky ó — = kdt. 
dt y 
(k constante de proporcionalidad) y asi lny = kt+lnc, donde 
y(t)=ce k t; como y ( 0) entonces y ( 0 ) =ceB-c=yai; y como y(50)=2ye>. 
entonces 2y»=y«»eeMa,<, de donde etsB"<=2; si y=3y«, entonces 
y=3yC0-y<Beh' t; 3=ek t, entonces 3a<a = e=<aRfc= ) t=2 t, de donde 
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l n 3 » « » 
3B®_2fci t= = 79 años. 
1 n 2 
2 . 1 3 E J E R C I C I O S . 
I. Hallar la longitud de la gráfica de la ecuación dada en el 
intervalo indicado. 
1. y=x; [-1,1]. 
Y - * 1 /\ .JL 
y=x 3 / 2+4; (0,4) hasta (1,5). 
4 8 x 
4. x=Sen at; y=Cas at; 011< TE/2, 
S. y= (Cos2t) 1 / 2 d t ; x=0 y x=n/4, 
0 
6. x=t-Sent; y=l-Cost 0<ti2rc, 
8. r=aSen 2 (6/2) ; 6=0, y 6=TE, 
7. x=Cost; y=t+Sent. 
9. r=Sen 3 (6/3) ; 6=0 y 6=it. 
II. Hallar el área de la superficie que se forma haciendo girar 
cada gráfica en el intervalo dado, en torno al eje. indicado. 
1. y = 2 x 1 / 2 ; [0,8]; eje x 
3. y=x=+1; [0,3]; eje y. 
5. r a=2a aCos26; eje y. 
x a y a 
7. — + — =1; eje x. 
16 4 
2. y=x 3; [0,1]; eje x; 
4. x=Sen at; y=Cos at 0<t<ix/2, eje 
6. r a=2a aCos26; eje x. 
8. x=aCos 36; y=aSen 36; eje x. 
III. Hallar el centroide de la región limitada por las gráficas 
de las ecuaciones dadas. 
2 9 1 
I. y=2x+4; y=0; x=0; x=2. 2. y=x 3; y=0; x=3. 
3. y=x=; y-x=2. 4. y=4-4xa; y=l-x2. 
5. r~a(l+Cos6). 6. ir cuadrante x=aCos319; y=aSen36. 
7. ir cuadrante 9xa!+16y=í=144. 8.x=y3; xa=-8y. 
9. r=Sen28, Ir cuadrante. 
10. Hallar el centro geométrico del arco de la centroide 
r=a(l-Cos©). 
II. Hallar el centro geométrico de la curva r=2Sen©+4Cos8 
desde 6=0 hasta 8=11/2. 
12. Hallar el centro geométrico del arco del Ir cuadrante 
de x a+y a=25. 
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RESPUESTA A LOS EJERCICIOS 
CAPITULO I 
1.14 4. A) 5. B) 13. C) 5. D) -9 E 
6. A)f. B)f. C)v. D)f. 
7. A) b,d .. 
8. A) 9n/2. B) n/2, C) 9n/2. 
9. A) 6. B) 0. 
-2. F) -1 
1.16 1. 2X (ua+l)1/2du-x=(x2+l)*•'• 
(3#2J"'=í) 
5. A) 16. 6) 1+ C) 3 ?• /.. a. • 3 D ) 1 / 5 , 
6. A) f(t)=Sent; c=n/3. B) f(t)=Sent-l; c=0, 
1.20 IV) i) c = '4; '41n ( 5/4 ) . ii)c='¿; '41n(8/3). 
i1 i ) c = ln2. 
CAPITULO II 
2 .1.1 I ) . 1) 
II ) . 1) 
8.1 
4 
27 
9 O ^  
2) 
11 
4) 
11 
4 
81 
5) 
11 
6 
10 
4 ) 4 . 5 ) 
6) 2. 7) 
128 
6) 
9 3 
64 9 118 8 
7) — . 8) 8 * 2 * ^ . 9) 10) 11) 12) 8. 
32 71 7 125 71 
13) . 14) — . 15) 16) 17) — . 
3 3 15 24 6 
37 8TI 5 
18) 18. 19) 4. 20) 21) — - 22) - . 
96 3 2 
23) 3TI . 24 ) 4TI . 
I. 1) (2,90+n360); (-2,-90+n360). 
2) (2,n360); (-2,180+n360). 
3 ) (-2 >i 90+n360 ) ; (2,-90+ri360) . 
4) (2,180+n360); (-2,n360). 
III. 1) x=2. 2) x+y=l; 3) x 2+y a=l; 4) y=e" 5) y-2x=5, 
6) x==4y. 7) (x a+y a) a=x a-y a. 8) (x a+y a) 2=8xy. 
9) ( ';2+y2 ) 3 - x z . 
IV. 1) na 2. 2) ( 19ti) /2. 3) 24re. 4) (3ri)/2. 
5) 4. 8) TI. 9) 3re/2. 10) TI/2. 
V. 1) 4Tt~6(3*'®) . 2) 8TI+6 ( 3 X ) . 3) 4 TI . 4) 51u. 
5) 4 ( 3 ) x 'ss- ( 4n/3 ) . 6) 4TI/3. 7) ( 9 ( 3* )/2 ) —RI. 
( ) 5 
VI . 1) 2n+ 2) 4 ( l-xys) - ( 4n/3 )(, 3) 2*'»+ -. 
2 # 4 
2 ITI 1 
4) - 5) - ( 4n+3 ( x A /"aì ) ) . 
4 2 
5 TI 3 1 / a 
VII. 1) ( 19n/3)-(ll*3A^a!)/2. 2) (9TI/2)~9. 3) — -
24 4 
3 ir 15i/,as 
4) llSen-1 ( 1/4)+ — - 5) 2n~4. 
4 4 
2.6.1 I. 1) 4 it. / 5 . 2) u/6. 3 ) ' 8u /15. 
36 3u 
II. 1) — 3*'an. 2) — 3) 16u. 4) 8u/5. 5) 210U/10. 
6) u/6. 7) 
248n 625u 45u 
. 8) . 9) 
15 6 2 
10) 
2 4 0 8 U 
1 5 
1 5 3 TI 
11) 24ua!. 12) 13) 24u . 
1 4685 
2.13 I. 1 ) 2#2iy,se. 2) — . 3) 4) 2xyi 
27 288 
6 ) 8 . 
a 
7) 4. 8) 2a. 9) _ ( 4 n - 3 # 3 1 ) . 
8 
°08u 
II. 1) 
u u 
2) — (103/3-l). 3) - (373"a-l) 
27 6 
4) Tt*2A'a. 5) 4ua 2(2 X' S) . 6) 4uaÄ(2-; 5™.'?! /SS 
4#3i y'=î 12Tta= 
7) 8u ( 1+ u. 8) 
9 5 
10 28 
III. 1) ( x , y ) = ( — , — ) , 2) ( 
9 9 
12 54 1 8 
— , — ) . 3) ( - , — ) 
5 7 2 15 
5a 
4) (0,2). 5) ( — , 0). 6) ( 
6 
256a 256a 
31 5tc 315u 
16 4 9 9 
7) ( — , _) . 8) ( - ,- — ) . 9) (• 
3 1 1 U 10 
128 128 
105u 105u 
4 a 2u+2 u+4 .1.0 10 
10) (- — , 0 ) . il) ( , ). 12) ( — , — ) 
u n: Tt u 
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